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Université d’Ain Témouchent

Faculté des Sciences et Technologie L3-Math 2022/2023
Département de Mathématiques et Informatique 28.05.2023

Examen de introduction & Théorie des opérateurs linéaires I

Exercice 1 (Questions de cours) (10pts)
Soit H un espace de Hilbert, A un Opérateur défini de H a valeurs dans H.
Monter que:

1. Si lopérateur A est positif alors op(A) € RY. (x_’.)

9. Si Uopérateur A est unitaire alors o,(A) € {X € C,|A| =1} @)

3. p(A) est un ouvert non vide de K. @

4. o(A) est un compact non vide de K. (5)

5. Si A est auto-adjoint et \, i € a,(A), A # , alors Ker(AI — A) LKer(ul — A). @

Exercice 2 (6 pts) On note E = L*[0,1] Uespace des fonctions de carré intégrable
sur [0,1]. On définit sur E I’ opérateur

A:E— E, = Af, avecA(f)(m)z/:f(t)dt.
1. Montrer que A : E — E est linéaire borné. @1
2. Déterminer lopérateur A*. @
3. Montrer que Vn > 1, on a |A™f(z)| < %Tl]f”oo @
4. Déterminer le rayon spectral de A. @

Exercice 3 (4 pts) On désigne par H = i [0,%] lespace de Hilbert complexe.
Vf € H, on définit Uopérateur T f par:

i
Vi € [0, %] , (TP = cos(t)/ sin(s) f(s)ds.
0
1. Montrer que Tf : H — H est linéaire continue. <)

2. Déterminer l'adjoint T* de 'opérateur T'. @j
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